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                      放物空間における Brown粒子の運動 
 

大分大学工学部応用数学教室 
沖野 隆久 

 
要旨 
   EinsteinはBrown粒子が放物線則にしたがってランダム運動をすることを理論的に
明らかにした。その後、このことは Perrinの実験によって確認された。Fickの拡散方程式
は、直接には放物線則に関係していないけれども、Brown 粒子の３次元空間 ( , , )x y z にお
ける運動は時空 ( , , , )t x y z に関する Fick の拡散方程式を用いて解析されてきた。拡散係数

の濃度依存性および生成消滅源の存在を無視できるとき、Fick の拡散方程式は数学的には
放物型の線形偏微分方程式として発展方程式に属する。放物空間

0.5 0.5 0.5( , , )xt yt zt− − −
におけ

る拡散流束を意味する新基本方程式を定義することで、Brown 粒子の運動は楕円型の線形
偏微分方程式である Poisson 方程式で表わすことができる。従来、Fick の拡散方程式で解
析されてきた問題はすべて Poisson 方程式の問題として解析できるだけでなく、放物空間
における解析は従来の解析方法に比して極めて優位であることが判明した。 

一方、拡散係数が濃度に依存するときは、Brown粒子の運動は Fickの非線形拡散方
程式で記述され、１次元空間 ( , )t x の場合でさえも、その数学的な解は報告されていない。

この問題について、Boltzmannは１次元空間の Fickの非線形偏拡散方程式に放物線則を導
入して１次元放物空間の常微分方程式に変換した。しかしながら、その数学的な解は依然

報告されていない。そこで、放物空間における新基本方程式として導出した積分微分方程

式を相互拡散問題に適用して近似解析した結果、この解析解は実験結果をよく再現してい

ることが判明した。さらに、2~3次元問題についても近似解が解析的に得られた。このよう
に、Brown 粒子の運動を放物空間の問題として解析できる数学システムが確立された。今
後、この新基本方程式はあらゆる Brown 粒子の運動を解析する上で Fick の拡散方程式に
替わる重要なものとなるであろう。 
 
1. 概要 

Brown 運動に関する解析学的研究課題は、物質科学での微粒子の運動に限らず、複
雑系科学としての生命科学、情報科学、さらには社会科学に至るまで広範多岐である。本

研究では、固体、液体、気体の物質の状態を問わず、相互拡散をも含むすべての状態間に

おける Brown粒子の運動について、その物理系の解析を試みる。 
Fick1) (1855)により提唱された連続方程式または拡散あるいは熱方程式は保存系の

物理現象の解析に用いられ、物理学における最重要な発展方程式の１つであり、数学的に

もこの線形偏微分方程式は研究され、物理現象の解析に広く用いられてきた。しかしなが

ら、拡散係数が濃度に依存するような場合、拡散方程式は時空 ( , , , )t x y z における非線形偏
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微分方程式となり、未だ 1次元空間 ( , )t x の問題でさえも解かれていない。 
Boltzmann2) (1894)は、1 次元空間 ( , )t x における濃度 ( , )C t x に関する Fick の偏微

分方程式について変数変換
0.5

1,t xtτ ξ −= = をして、 1ξ に関する常微分方程式を導出した。

ここで、初期条件に関連して / 0C τ∂ ∂ = が成立することは注目に値する。Einstein3) (1905)
は Brown粒子が放物線則にしたがってランダム運動することを理論的に明らかにした。そ
の後、このことは Perrin4) (1908)による実験で確認された。したがって、Fickの方程式に
放物線則を取り入れた Boltzmann変換は物理的に妥当なものである。 

拡散係数が濃度に依存する場合、拡散係数は濃度を介して 1ξ の関数となり、

Boltzmann 変換式は非線形常微分方程式となるばかりではなく、新たに拡散係数と濃度の
関係式が得られなければ、数学的な解析は不可能である。そこで、Matano5) (1933)は固体
金属拡散対の相互拡散実験で得られた濃度距離曲線を Boltzmann変換式に用いて拡散係数
の挙動を求めた。この経験的な解析方法は Boltzmann-Matano法と称され、今日までこの
分野における拡散係数に関する知見を得る唯一の解析方法として広く用いられてきた。し

かしながら、依然として拡散問題の数学的な解が得られたわけではない。 

   Okino6) (2011)は、 0.5 0.5
2 3,yt ztξ ξ− −= = として放物空間 1 2 3( , , )ξ ξ ξ で Fickの第１法

則に対応する拡散流束 1 2 3( , , )J ξ ξ ξ を定義した。この拡散流束の定義式は拡散係数の濃度

依存性に無関係に成立し、 1 2 3( , , )J ξ ξ ξ は 1 2 3( , , )ξ ξ ξ の関数として把握でき、拡散問題の解

析に用いることができる。特に拡散係数が濃度に依存しない線形の場合、ここで定義され

た基本式は、従来の Laplace あるいは Fourier の積分変換による解析方法に比して、極め

て簡単に拡散問題を解析できる 6-7)。一方、Fick の第１法則での拡散流束 ( , , , )J t x y z は

( , , , )t x y z の具体的な関数として知ることができず、拡散問題の解析に用いられることはな

い。さらに Fick の第２法則に対応する Brown 粒子の運動全般について成立する新基本方
程式を求めた。 

拡散係数の濃度依存性が無視できない場合、ここで求めた拡散方程式を数学的に解

くためには、新たな拡散係数と濃度の関係式が必要である。そこで、拡散係数の濃度依存

性を表す数学的な関係式から、物理的には放物空間における拡散流束の関係式を導出した。

これにより拡散係数の濃度依存性に無関係に Brown粒子の運動全般について数学的に解析
できるステムが完備された。しかしながら、拡散係数の濃度依存性が無視できないとき、

非線形偏微分方程式を解析することは容易ではない。１次元の場合は、新基本方程式は積

分微分方程式となり、これを近似解析して任意の初期条件に対して成立する物理的に有意

な解析解がこの分野において初めて得られた。これを固体金属間の相互拡散問題に適用し、
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Boltzmann-Matano 法と比較検討した結果、この解析解は実験結果をよく再現しているこ
とが判明した。換言すれば、相互拡散実験が困難あるいは不可能な物理系に対して、本研

究での解析方法は Brown粒子の挙動を把握できる極めて有効なものである。 
特に拡散係数の濃度依存性が無視できるとき、ここで求めた拡散方程式はよく知ら

れた楕円型の Poissonの方程式となるが、Poisson方程式の特解は非斎次項の関数形から自
明となり、結果的に拡散方程式の解は与えられた初期・境界条件を満たす Laplace 方程式
の解を特定することに帰着する。放物型の拡散方程式を放物空間における Poisson 方程式
に変換したことで、拡散挙動は Poisson方程式の非斎次項に取り込まれ、Laplace方程式の
解は定数となり、Laplace方程式は初期・境界値を決定する役割のみを演じることが判明し
た 8)。 
   拡散係数の濃度依存性が無視できる拡散問題について、放物空間における楕円型偏

微分方程式による解析方法と放物型拡散方程式による従来の解析方法を比較検討する。

Fick の拡散方程式が適用できるすべての問題に本研究で提唱した放物空間における拡散方
程式は適用でき、さらに 4次元時空 ( , , , )t x y z での偏微分方程式が 3次元空間 1 2 3( , , )ξ ξ ξ に

縮減されたことで、Fick 拡散方程式に比して解析が相当簡便になることが明らかにされる
であろう。また、拡散係数が濃度に依存する場合について、２または３次元問題を近似解

析し、解析解が得られた。ここで提唱された新しい数学的解析システムは、今後さまざま

な科学分野における Brown問題の解析において従来の解析方法を凌駕する極めて重要なも
のとなるであろう。 
 
2. 基本方程式 
   時空 ( , , , )t x y z における Fickの拡散方程式は、濃度 ( , , , )C t x y z および拡散係数Dと

して拡散流束を 

          ( , , , ) ( , , , )J t x y z D C t x y z= − ∇              (1) 

と定義することで、ベクトル量 ( , , , )J t x y z に発散の定理を用いて物質保存則を意味する 

            ( , , , )( , , , ) C t x y zD C t x y z
t

∂
∇ ∇ =

∂
           (2) 

として得られる。Boltzmannは、1次元空間 ( , )t x の場合における Fickの偏微分方程式 

            
( , )( , ) C t xD C t x

x x t
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

               (3) 

に変数変換 tτ = , 0.5
1 xtξ −= をして、常微分方程式 

            1 1 1

1 1 1

( ) ( )
2

dC dCd D
d d d

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

             (4) 
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を導出した。しかしながら、式(4)の物理的意味は明確でない。そこで、著者は 0.5
2 ytξ −= , 

0.5
3 ztξ −= として式(1)に対応する放物空間 1 2 3( , , )ξ ξ ξ における拡散流束、 

            1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )J D Cσξ ξ ξ ξ ξ ξ= − ∇               (5) 

をBrown粒子の運動全般について成立する基本式として導出した。ここで用いた記号 σ∇

および以下で用いる記号をここで定義しておく。n次元の放物空間 ( )nθ ξ における濃度、

拡散係数、拡散流束を 

              ( ) , , ( )n nC D Jξ ∂  

とする。ここでの記号は、 1n = のとき 1( )nθ ξ ξ= 、 2n = のとき 1 2( ) ( , )nC Cξ ξ ξ= 、 3n =

のとき
1 2 3

( ) ( , , )nJ J J Jξ ξ ξξ = などを意味する。また、 /i iξ∂ = ∂ ∂ として、 2n = のとき

( )1 2,σ∇ = ∂ ∂ 、 3n = のとき ( )1 2 3, ,σ∇ = ∂ ∂ ∂ である。なお、拡散係数を単にDと記して

いる場合は、拡散係数が濃度に依存しないときは一定値 0D D= を意味し、n次元空間の問

題として拡散係数が濃度に依存するときは ( )nD D ξ= を意味する。 

保存系のFickの方程式から導出した放物空間での式(5)は保存系の式として成立する。

３次元の放物空間における拡散流束を ( )1 2 31 2 3( , , ) , ,J J J Jξ ξ ξξ ξ ξ = とすれば、式(5)での拡

散流束は 1 2 3( , , )ξ ξ ξ の関数となり、 

0

0
exp

2
i

i iJ J d
D

ξ

ξ
η η⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦∫     for iη ξ=                 (6) 

において 1,2,3i = として与えられる。また { }0

0
( )

n
i i nJ D C

ξ
ξ

=
= ∂ である。 

式(5)に発散の定理を用いて、式(2)に対応する放物空間 1 2 3( , , )ξ ξ ξ における保存系の方程式

は 3n = として 

            ( ) ( ) ( )1
2n n nD C Cσ σ σξ θ ξ ξ∇ ∇ = − ∇              (7) 

で与えられる。 
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放物空間 ( )nθ ξ において、拡散係数が濃度に依存することで 1 2 3( , , )ξ ξ ξ の関数となるこ

とは、数学的には次式が成立することを意味する。 
                 

( ) ( ) for 1, 2,3i n i n
i

dC CC D i
d D

ξ ξ
ξ

∂
= ∂ + ∂ =

∂
                (8) 

以上に、拡散係数が濃度に依存するか否かに関係なく、放物空間 ( )nθ ξ における

Brown 粒子の拡散問題すべてに適用できる新基本式(5)に関する数学的な解析システムが
完備された。以下で具体的な線形拡散問題に適用して、新基本方程式の有用性を明らかに

する。また、非線形拡散問題についても論議する。結果として、今後拡散問題は放物空間

において解析するべきであることが自明となるであろう。 
 
3. 線形拡散問題 
   拡散係数が濃度に依存しない一定値 0D D= の場合、式(6)は 

               
2

(1)
0 0

0

exp
4i

i
iJ D C

Dξ
ξ⎡ ⎤

= − −⎢ ⎥
⎣ ⎦

  for (1)
0 0

( )
n

i i nC C
ξ

ξ
=

= ∂  

となり、これを用いて式(5)は 3n = として 

                    ( )

(1) 2
10 1 0

(1) 2
20 2 0

(1) 2
30 3 0

exp / 4

exp / 4

exp / 4

n

C D

C C D

C D

σ

ξ

ξ ξ

ξ

⎛ ⎞⎡ ⎤−⎣ ⎦⎜ ⎟
⎜ ⎟⎡ ⎤∇ = −⎣ ⎦⎜ ⎟
⎜ ⎟⎡ ⎤−⎣ ⎦⎝ ⎠

                (9) 

となる。物理的には、式(9)の両辺に 0D− を乗ずれば放物空間における拡散流束を意味する。

また、式(7)は 

         2 (1) 2
0 0

1 10

1( ) exp / 4
2

n n

i n i i i
i i

C C D
D

ξ ξ ξ
= =

⎡ ⎤∂ = − −⎣ ⎦∑ ∑            (10) 

となるが、これは Possion の方程式である。Brown 粒子の運動問題は、式(10)を初期・境
界条件に応じて解析することになる。 
 
[A] 1次元の問題 
(1) 初期濃度一定の場合 

上述したように、1次元の場合は拡散流束の関係式を用いることができる。したがっ
て、式(3)に相当する解析すべき方程式は式(9)の 1ξ 成分ついて 

             (1) 21
10 1 0

1

( ) exp / 4dC C D
d
ξ ξ
ξ

⎡ ⎤= −⎣ ⎦             (11) 
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となる。式(11)の一般解は誤差関数の定義から、任意定数 A, Bとして、 

               1 1 0( ) erf / 2C A B Dξ ξ⎡ ⎤= + ⎣ ⎦                (12-a) 

または 

            0( , ) erf / 2C t x A B x D t⎡ ⎤= + ⎣ ⎦                        (12-b) 

として容易に得られる。したがって、式(3)での相互拡散問題としての初期条件、 
    ( , ) for 0 and 0 : ( , ) for 0 and 0A BC t x C t x C t x C t x= = < = = >  

は放物空間では        

1 1 1 1( ) for : ( ) forA BC C C Cξ ξ ξ ξ= = −∞ = = ∞  

となり、式(12-a), (12-b)の一般解は、この場合 

        1 1 0( ) erf / 2
2 2

A B A BC C C CC Dξ ξ+ − ⎡ ⎤= − ⎣ ⎦            (13-a) 

または 

        0( , ) erf / 2
2 2

A B A BC C C CC t x x D t+ − ⎡ ⎤= − ⎣ ⎦                    (13-b) 

に特定される。 
表面濃度一定の一方拡散では、式(3)での初期条件、 

0
1( , ) for 0 and 0 : ( , ) 0 for 0 and 0C t x C t x C t x t x= > = = = >  

は放物空間では 
                0

1 1 1 1 1( ) for 0 : ( ) 0 forC C Cξ ξ ξ ξ= = = = ∞  

となり、この場合の式(12-a), (12-b)の一般解は 

          ( )( )0
1 1 1 0( ) 1 erf / 2C C Dξ ξ= −                        (14-a) 

または 

          ( )( )0
1 0( , ) 1 erf / 2C t x C x D t= −             (14-b) 

に特定される。 
 
(2) 初期濃度分布が与えられている場合 
   初期濃度分布が 0t = で (0, ) ( )C x f x=  x−∞ < < ∞として与えられているとき、一般

解としての式(12-b)での xを vに置き換え、それを vについて偏微分すれば 

             

2

00

( , ) exp
4

C t v B v
v D tD tπ

⎡ ⎤∂
= −⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

           (15) 

が一般に成立する。ここで、Gaussian 関数とδ 関数の関係式 
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2

0

1 ( )( ) lim exp v xv x
ε

δ
επε→

⎧ ⎫⎡ ⎤−⎪ ⎪− = −⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

  

および初期条件を勘案して、 04D tε = および ( ) / 2B f v= とおけば 

         

2

00

1 ( )( , ) ( ) exp d
42
v xC t x f v v

D tD tπ
∞

−∞

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫          (16) 

が得られる。 
 
(3)  初期濃度が時間に依存する場合 

この場合として、 xε ε− ≤ ≤ に初期濃度
2
M
ε
の物質があり、時間経過とともに Brown

粒子が x → ±∞ に拡散して減少する薄膜の拡散問題が考えられる。時刻τ での濃度を ( )τΓ

すると、この時の拡散現象を Diracのデルタ関数 ( )δ η を用いて表すと、式(11)は次式 

            
2

1
0

( ) ( ) ( ) exp
4

dC
d D
η ητ δ η ξ
η

⎡ ⎤
= Γ − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

に書き換えられる。これをデルタ関数の定義にしたがって積分すれば、 

      
22

1
1 1

0 0

( ) ( ) ( ) exp ( ) exp
4 4

C d
D D

ξηξ τ δ η ξ η τ
∞

−∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= Γ − − = Γ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫  

または 

             
2

0

( , ) ( ) exp
4
xC t x t
D t

⎡ ⎤
= Γ −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

が得られる。通常、拡散初期の単位面積当たりの物質量Mを用いて上式を表しているので、

0

1
2

z x
D t

= として xの全領域について積分すれば、誤差関数の定義から 

       
2

0 0( , ) 2 ( ) exp 2 ( )M C t x dx D t t z dz D t tπ
∞ ∞

−∞ −∞
⎡ ⎤= = Γ − = Γ⎣ ⎦∫ ∫  

が成立する。 ( )tΓ を消去して、通常のテキストに見られる表示としての解 

           

2

00

( , ) exp
42

M xC t x
D tD tπ

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
             (17) 

が得られる。 
以上に、放物空間 1 2 3( , , )ξ ξ ξ における拡散流束の基本式(5)を１次元の場合に適用して、
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よく知られた拡散問題を解析した。従来の解析では、Fickの第１法則としての式(1)は上述
したように適用できず、第２法則としての式(3)を解析することになる。そこで、比較検討
のために Fickの方程式を用いた従来の解析方法が Appendix: Aに示されている。 
 
[B] n次元の問題 
   [A]において、放物空間の基本方程式(5)をいくつかの初期条件に関する１次元問題に
適用し、式(5)を用いた解析が従来の解析方法に比して優位であることを明らかにした。こ
こでは、 1, 2,3n = として、以下の初期・境界条件下で基本方程式(10)を用いてn次元問題を
統一して解析する。なお、[A]で求めた式(14-a), (14-b)の解もここに含まれる。 
(1) 11: ( ) ( , )n C C t xξ= = での初期・境界条件 
          0

1( , ) for 0 and 0 : ( , ) 0 for 0 and 0C t x C t x C t x t x= > = = = >  

は放物空間では 
             0

1 1 1 1 1( ) for 0 : ( ) 0 forC C Cξ ξ ξ ξ= = = = ∞   

となる。 
(2) 1 22: ( , ) ( , , )n C C t x yξ ξ= = での初期・境界条件 

         

0
1
0
2

( , , ) for 0, 0 and 0

( , , ) for 0, 0 and 0
( , , ) 0 for 0, 0 and 0

C t x y C t y x

C t x y C t x y
C t x y t x y

= ≥ = >

= ≥ = >
= = > >

 

は放物空間では 
         0 0

1 2( , 0) , (0, ) , ( , ) 0C C C C C∞ = ∞ = ∞ ∞ =  
となる。

 

(3) 1 2 33: ( , , ) ( , , , )n C C t x y zξ ξ ξ= = での初期・境界条件 

                  

0
1
0
2
0
3

( , , , ) for 0, 0 and 0

( , , , ) for 0, 0 and 0

( , , , ) for 0, 0 and 0
( , , , ) 0 for 0, 0, 0 and 0

C t x y z C t y z x

C t x y z C t x z y

C t x y z C t x y z
C t x y z t x y z

= ≥ = = >

= ≥ = = >

= ≥ = = >

= = > > >

 

は放物空間では 
         0 0

1 2(0, , ) , ( , 0, )L LC C C C∞ ∞ = ∞ ∞ = , 0
3( , , 0) , ( , , ) 0L LC C C∞ ∞ = ∞ ∞ ∞ =  

となる。
 

   上記の初期・境界条件を満たす放物空間での拡散方程式(10)を解析する。この場合、 

              ( ) (1)
0 0 0

1
erf / 2

n

P n i i
i

C D C Dξ π ξ
=

⎡ ⎤= ⎣ ⎦∑             (18) 

が式(10)を満たしていることは明らかである。換言すれば、式(18)は式(10)の特解である。
したがって、式(10)の一般解は Laplaceの方程式 
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                 ( )2

1
0

n

i n
i

C ξ
=

∂ =∑                  (19) 

の初期・境界条件を満たす解 ( ) ( )n L nC Cξ ξ= とすれば、微分方程式の数学理論にしたがって

式(10)の解は 

                   ( ) ( ) ( )n L n P nC C Cξ ξ ξ= +                   (20) 

として得られる。 
   以下で変数分離法にて Laplaceの方程式(19)の解を求める。 

                     ( )
1

( )
n

L n i i
i

C Fξ ξ
=

=∏                   (21) 

として、これを式(19)に代入し、整理すれば、 

               
2

2
1

( )1 0
( )

n
i i

i i i i

d F
F d

ξ
ξ ξ=

=∑  

が成立する。上式が任意の iξ について成立するためには、 

2

1
0

n

i
i
λ

=

=∑  

を満たす数 iλに対して、次式が成立することを意味する。 

              
2

2
2 ( ) 0i i i

i

d F
d

λ ξ
ξ

⎛ ⎞
− =⎜ ⎟

⎝ ⎠
.               (22) 

1n = の場合は、 1 0λ = となり式(22)の一般解は、 11 12,A A を任意定数として 

               ( )1 11 1 12LC A Aξ ξ= +    

となる。初期条件を考慮して 0
11 12 10,A A C= = である。したがって、 (1) 0

10 1 0/C C Dπ= − と

して、 

              ( )0
1 1 1 0( ) 1 e rf / 2C C Dξ ξ⎡ ⎤= − ⎣ ⎦  

が得られる。当然のことながら、これは式(14-a)の解に一致する。 

   次に 2, 3n = 、
1

0
n

i
i

λ
=

≠∏  の場合、 ijA を任意定数とする式(22)の解を式(21)に代入し

て式(19)の一般解 

             ( ) ( )1 2
1

i i i i

i

n

L n i i
i

C A e A eλ ξ λ ξ

λ

ξ −

=

⎧ ⎫
= +⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∏                 (23) 
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が得られる。式(23)において初期・境界条件を満たす解は存在しない。結果として、

1 2 3 0λ λ λ= = = として、 

              ( ) ( )1 2
1

n

L n i i i
i

C A Aξ ξ
=

= +∏               (24) 

が一般解として考えられる。式(24)において初期・境界条件を満たすためには、 1 0iA = で

あることが要求され、 

               
( ) 0

1

n

L n i
i

C Cξ
=

= ∑
 

が得られる。 

以上から、 1, 2,3n = について (1) 0
0 0/i iC C Dπ= − として偏微分方程式(10)の解は 

             ( ) ( )0
0

1

1 e rf / 2
n

n i i
i

C C Dξ ξ
=

⎡ ⎤= − ⎣ ⎦∑             (25-a) 

または、補誤差関数 erfc( ) 1 erf( )η η= − を用いて 3n = のとき 

0 0 0
1 0 2 0 3 0( , , , ) e rf c / 2 e rf c / 2 e rf c / 2C t x y z C x D t C y D t C z D t⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (25-b) 

となる。 
   ここで求めた式 (25-b)に対応する従来の解は、Fick の拡散方程式(2)を変数分離の解析

方法で求めることになる。λを初期・境界条件に関する定数として、式(2)の解 

( ) ( )
3

1

, , , i i i i

n

k x k xt
i i

k i

C t x y z e A e A eλ −−
+ −

=

⎧ ⎫
= +⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∏  for 

3
2

1
i

i
kλ

=

=∑ ,          (26) 

が得られる。ここで、 1 2 3, ,x x x y x z= = = とした。 
以上の解析結果から、拡散係数を一定とした放物空間での拡散方程式は、楕円型の

非斉次偏微分方程式の非斉次項に拡散挙動が取り込まれ、斉次方程式は初期・境界条件を

満たす定数を決定するだけの役割を演じることになる。また、放物空間で得られた解析解

の関数形は従来のものと異なるが、濃度が拡散流束の各成分の１次結合の結果として表わ

されており、物理的に極めて自然な結果と言える。さらに、新しい解としての簡潔な表式

(25-a)または(25-b)はこの分野に大きな影響を与えると思われる。今後、Brown粒子の運動
に関する解析は時空 ( , , , )t x y z における放物型の Fick の方程式ではなく、放物空間

1 2 3( , , )ξ ξ ξ における楕円型の Poissonの方程式を解析することになるであろう。 

 
4. 非線形拡散問題 
      拡散物質の濃度が小さいときは、拡散粒子の最近接の周囲の粒子はほとんど溶媒粒
子であり、拡散粒子のジャンプ頻度は任意の時空でほぼ一定と考えられる。一方、拡散物

質の濃度が大きくなると、拡散粒子の最近接の周囲の粒子に溶媒粒子に加えて拡散粒子自
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身が存在することになり、拡散粒子と最近接粒子間の相互作用が拡散物質の濃度に依存す

ることになり、結果として拡散粒子のジャンプ頻度、即ち拡散係数は濃度を介して独立変

数としての時空に依存することになる。この場合、拡散方程式は非線形微分方程式になる

だけなく、拡散係数を未知関数として取り扱わなければならず、１次元空間の場合でさえ

も数学的な解析は行われてこなかった。最近、著者によって１次元空間の場合について解

析的な近似解が実験結果に一致して得られたので、以下に簡単に報告しておく。 
拡散係数が濃度に依存するような非線形拡散問題として金属平板を拡散対とした相

互拡散問題が考えられるが、この場合 1 次元問題として取り扱いが可能である。この問題
に対して、式(5), (8)から 1次元について得られる 

101
1 0

1

( ) exp
2

dCD J d
d D

ξξ η η
ξ

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦∫             (27) 

              
1 1 1

dC C C dD
d D dξ ξ ξ

∂ ∂
= +
∂ ∂

                             (28) 

が適用できる。連立微分方程式(27), (28)を解いて数学的にも物理的にも有意な解析解 

11 IF m IF
1 m

int int

( ) erf erf
2 2

D DD D D
DD D

ξ ξξ −

+

⎛ ⎞⎛ ⎞−
= − − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

,          (29) 

 

1IN m IN1
1 m

int int

( ) erf erf
2 2

C CC C C
CD D

ξξξ −

−

⎛ ⎞⎛ ⎞−
= − − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

          (30) 

が初期条件、 

1 1 1 1( ) , ( ) for : ( ) , ( ) forA A B BD D C C D D C Cξ ξ ξ ξ ξ ξ= = = −∞ = = = ∞  

のもとに近似的に得られた。これらの解析解は Figs. 1, 2に示されているように実験結果を
よく再現している。ここで用いられた記号はこれらの初期値を用いて以下に示されている。 

( ) / 2m A BD D D= + , ( ) / 2A BD D D∆ = − , ( ) ( )IF A B A B/ ln lnD D D D D= − − , 

( ) ( )IN A B A B A B2 /D D D D D Dξ = − + , ( )IN m m IF /C C C D D D∆ ∆= − −  

また、 intD は 0ξ ≥ において相加平均 ( )int int / 2A BD D D D+= = + で表わされ、 0ξ < では相

乗平均 int int A BD D D D−= = を意味する。 

式(29), (30)で 0A BD D D= = とすれば、上記関係式から、 int int int 0D D D D+ −= = = ,  
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Fig. 1: The behavior of the diffusivity against ξ . 

The solid curves and the notations  denote the ( )D ξ  profile against ξ  

obtained by the present analytical method and the B-M method, 

respectively. The red, green and blue colors are used for the initial values of 
( ) ( )12 12, 10 ,5 10A BD D − −= ×  m2s-1, ( ) ( )12 12, 10 ,2 10A BD D − −= ×  m2s-1 and 

( ) ( )12 11, 10 ,10A BD D − −=  m2s-1, respectively. 

Fig.2: The behavior of the concentration against ξ . 

The solid curves, the notations  and the colors used here 

correspond to ones of Fig. 1. The red, green and blue colors are used 
for the normalized initial concentration of ( ) ( ), 0.5,1A BC C = , 

( ) ( ), 0,1A BC C =  and ( ) ( ), 0,0.5A BC C = , respectively. 
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0m IFD D D= = , 0D∆ = , I IN 0Fξ ξ= = , IN mC C= となり、式(29)は ( )1 0D Dξ = となり、式 

(30)が式(13-a)に一致することは注目に値する。換言すれば、式(29), (30)は拡散係数が濃度
に依存しない場合をも含む一般化された解である。 
   ２次元または３次元の拡散問題について、近似的手法でも式(7), (8)を直接解析する
ことは極めて困難である。そこで、式(7)を変形すれば、 

 2

1 1

1 1( ) ( ) ( )
2

n n

i n i i n i i n
i i

C D C C
D

ξ ξ ξ ξ
= =

⎧ ⎫∂ = − ∂ ∂ + ∂⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ ∑          (31) 

となるが、この式(31)の右辺を 

                
1

1 1( ) ( ) ( )
2

n

n i i n i i n
i

W D C C
D

ξ ξ ξ ξ
=

⎧ ⎫=− ∂ ∂ + ∂⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑                (32) 

とし、 

                2

1

( ) ( )
n

i n n
i

C Wξ ξ
=

∂ =∑                        (33) 

が得られる。 ( )nW ξ には、本来求めるべき ( ), ( )n nC Dξ ξ が含まれており、厳密な解析はで

きない。しかしながら、１次元の場合に有効拡散係数 intD を用いて、式(29), (30)が近似的
に解析解として得られたことを考えれば、第１近似として式(29), (30)をn次元に拡張して、

式(32)において有効拡散係数 int
iD D= を用いれば、式(32)は Poissonの方程式 

                          2

1 int

1( ) ( ) 0
2

n

i n i i ni
i

C C
D

ξ ξ ξ
=

⎧ ⎫
∂ + ∂ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑                   (34) 

となり、前章の解析方法が成立する。したがって、式(7)が非線形の場合の解 

1

1 int int

( ) erf erf
2 2

i i in
i IN m IN

n i i ii i
i

C CC A B
CD D

ξ ξξ −

= ∆−

⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞−⎪ ⎪⎜ ⎟= + − +⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∑ ,         (35) 

が ,i iA B  を任意定数として得られる。ここでの近似手法の正当性については、式(35)が実

験結果を再現するか否かに依存する。 
 
5. 考察  
   放物空間での拡散流束を定義することで、放物型の拡散方程式が非斎次の楕円型方

程式としての Poisson 方程式に変換されることが判明した。この Poisson 方程式の解析は
従来の Fick の方程式の解析に比して簡明であり、得られた解の物理的意味も明確である。
具体的には、放物空間では式(10)の斎次方程式としての Laplaceの方程式 
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               ( )2

1
0

n

i n
i

C ξ
=

∂ =∑                      (36) 

を満たす解 ( ) ( )n L nC Cξ ξ= はいずれの場合も ( ) const .L nC ξ = となり、Laplace の方程式は

初期・境界条件を満たす積分定数を決定する働きだけの存在となる。したがって、式(10)
の一般解は、 ,i iA B を初期・境界条件から決定される任意定数として、 

           ( ) { }0
1

e rf / 2
n

n i i i
i

C A B Dξ ξ
=

⎡ ⎤= + ⎣ ⎦∑            (37) 

となる。 
本研究を通じて、放物空間における拡散流束の定義式、 

                    ( ) ( )n nJ D Cσξ ξ= − ∇  

は Brown粒子全般の運動に関する極めて重要な新基本方程式であることが判明した。 
   非線形の拡散問題は、１次元の場合について拡散流束の定義式を適用して、近似的

ではあるが、数学的にも物理的にも有意な解析解を求めた。2~3次元の場合についても、線
形の場合と同様な解析によって１次元の結果を用いて近似解が解析的に得られた。ただし、

その正当性については実験結果との対比が必要である。 
 
 
参考文献 
1). A. Fick: Phil. Mag. 10, 30-39 (1855). 

2). L. Boltzmann: Ann. Phys. Chem. 53, 959-964 (1894). 

3). A. Einstein: Ann. Phys. 7, 549-560 (1905). 

4). J. Perrin: C. R. Acad. Sci. Paris 149, 477-486 (1909). 

5). C. Matano: Jpn. J. Phys. 8, 109-113 (1933). 

6). T. Okino: Mater. Trans. 52, 2220-2227 (2011).  

7). T. Okino, T. Shimozaki, R. Fukuda and H. Cho: printing in Defect and Diffusion Forum. 

8). T. Okino: to be published. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



15 
 

Appendix: A  
(1) 初期濃度一定の場合 
   以下において、濃度 ( , )C t x を ( , )u t x として一次元の拡散方程式 

              
2

0 2

( , ) ( , )C t x C t xD
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
 ―――(A) 

に Fourier変換を施して次の初期・境界条件、 
     0 , 0 : (0, ) 0 , 0 : (0, )A Bt x C x C t x C x C= < = = > =  
        0 , : ( , ) 0 , : ( , )A Bt x C t C t x C t C> = −∞ −∞ = > = ∞ ∞ =  

のもとで解析する。この場合、物理的に
( , )lim 0

x

C t x
x→±∞

∂
=

∂
が成立する。 

( , )C t ω の Fourier変換を 

         [ ]( , ) ( , ) ( , )i xU t x C t e d C tωω ω ω
∞ −

−∞
= = ℑ∫  ―――①  

とする。Fourier変換の関係式 

         
2 2

2 2

( , ) ( , )i xC t C te dωω ωω
ω ω

∞ −

−∞

⎡ ⎤∂ ∂
= ℑ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

∫  

に部分積分の関係式 
2

2

( , ) ( , ) ( , )

( , )

i x i x i x

i x

C t C t C te d e ix e d

C tix e d

ω ω ω

ω

ω ω ωω ω
ω ω ω

ω ω
ω

∞
∞ ∞− − −

−∞ −∞
−∞

∞ −

−∞

∂ ∂ ∂⎡ ⎤= +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
∂

=
∂

∫ ∫

∫
 

さらに、 lim 0i xe ω

ω→±∞
= であることを用いて 

2

2

( , ) ( , ) ( , )

( , )

i x i x i x

i x

C tix e d ix C t e x C t e d

x C t e d

ω ω ω

ω

ω ω ω ω ω
ω

ω ω

∞ ∞∞− − −

−∞−∞ −∞

∞ −

−∞

∂ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦∂

= −

∫ ∫

∫
 

が成立する。これらの関係式から 

          [ ]
2

2
2

( , ) ( , )C t x C tω ω
ω

⎡ ⎤∂
ℑ = − ℑ⎢ ⎥∂⎣ ⎦

  ―――② 

が成立する。一方、式①の両辺を tについて偏微分して 

        [ ] ( , ) ( , )( , ) i xC t C tC t e d
t t t

ωω ωω ω
∞ −

−∞

∂ ∂ ∂⎡ ⎤ℑ = = ℑ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦∫  ―――③ 

が得られる。もとの微分方程式(A)で x ω→ とし、Fourier変換を施すと 
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2

0 2

( , ) ( , )C t C tD
t
ω ω

ω
⎡ ⎤∂ ∂⎡ ⎤ℑ = ℑ⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

となる。これに式②、③を代入して 

[ ] [ ]2
0( , ) ( , )C t D x C t

t
ω ω∂

ℑ = − ℑ
∂

 

が成立する。ここで、 [ ]( , ) ( , )U x t C tω= ℑ であるので tについての微分方程式 

2
0

U D x U
t

∂
= −

∂
 

が得られる。これを解いて              

            
2

0( , ) ( ) expU t x A x D x t⎡ ⎤= −⎣ ⎦   ―――④ 

が求められる。ここで、 ( )A x は 

        [ ]( ) (0, ) (0, ) (0, ) i xA x U x C C e dωω ω ω
∞ −

−∞
= = ℑ = ∫  

で与えられる。 
一方、式④に Fourier逆変換を施して得られる 

      [ ]1 2
0

1( , ) ( , ) ( ) exp
2

i yC t U t x A y D y t e dyωω
π

∞−

−∞
⎡ ⎤= ℑ = −⎣ ⎦∫  

に ( )A y を代入して 

  

( )

2
0

2
0

2
00

1( , ) (0, ) exp
2
1 (0, ) exp ( )

2
1 (0, ) exp cos ( )

i y i yC t C e d D y t e dy

C D y t i y dyd

C D y t y dyd

α ωω α α
π

α ω α α
π

α ω α α
π

∞ ∞ −

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞

⎡ ⎤= −⎣ ⎦

⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦

⎡ ⎤= − −⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

となる。ここで、 0s D t y= とおくと、上式での y についての積分は 

     ( )2 2
00 0

0 0

1exp cos ( ) Re expD y t y dy s i s ds
D t D t

ω αω α
∞ ∞ ⎡ ⎤−⎡ ⎤− − = − +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  

となる。さらに、

02
z s i

D t
ω α−

= − とすれば
2

0 2
ze dz π∞ − =∫ が成立するので 
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       ( ) ( )2
2

00
00

1exp cos ( ) exp
42

D y t y dy
D tD t

ω α
ω α

π

∞ ⎡ ⎤−
⎡ ⎤− − = −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫  

これから、 

          
( )2

00

1( , ) (0, ) exp
42

C t C d
D tD t

ω α
ω α α

π

∞

−∞

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫  

となる。ここで、 0, 2x D tω α µ→ = とすると次式 

       ( )
2

0
0

1( , ) 0, 2 exp
2

xC t x C D t d
D t

µ µ µ
π

∞

−∞

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫  ―――⑤ 

が成立する。 ( )0,2C Dtµ に初期条件を用いると式⑤は 

   

2 2
0

0
0 0

( , ) exp exp
2 2

A BC Cx xC t x d d
D t D t

µ µ µ µ
π π

∞

−∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫  

積分変数を

02
xz
D t

µ= − とすると、 

 

2 2

0

2 2

0

0 0

2

0

0
2

( , ) z zA A
x
D t

z zB B
x
D t

C CC t x e dz e dz

C Ce dz e dz

π π

π π

− −

−∞ −

∞− −

−

= −

+ +

∫ ∫

∫ ∫
 

が得られる。さらに、誤差関数の定義
2

0

2erf( )
x zx e dz

π
−= ∫ を用いて 

         

0

( , ) erf
2 2 2

A B A BC C C C xC t x
D t

⎛ ⎞+ −
= − ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  ―――⑥ 

が成立し、先に求めた式(13-b)に一致する。 
   式(A)を初期境界条件 
          00 , 0 : ( , 0) 0, : (0, ) 0t x C t C t C x≥ = = = =  

のもとに Laplace変換を施して解析する。Laplace変換を L{ }( , ) ( , )C t x U s x= とする。式

(A)の両辺に Lを施して、 
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2

0 2

( , )( , ) (0, ) d U s xsU s x C x D
dx

− =    ―――⑦         

が成立する。初期条件を代入して 

            
2

2
0

d ( , ) 0
d

s U s x
x D

⎛ ⎞
− =⎜ ⎟

⎝ ⎠
   ―――⑧ 

が得られる。式⑧の一般解は A, Bを任意定数として 

       0 0( , ) exp / exp /U s x A s D x B s D x⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦   ―――⑨ 

となる。 x →∞において物理的に有意な解であるためには、 0A = でなければならない。 
したがって、 
                ( , 0)U s B=  

ここで、L{ } 0( ,0) ( ,0) /C t U s C s= = であるので、 0 /B C s= となり、 ( , )U s x 次式に特定さ

れる。 

            0
0( , ) exp /CU s x s D x

s
⎡ ⎤= −⎣ ⎦    ―――⑩ 

式⑩に逆変換 L --１を施して 

         L --１ ( , )U s x = ( , )C t x = 0C L --１
0

1 exp /s D x
s

⎧ ⎫⎡ ⎤−⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭
  ―――⑪ 

ここで、L{ }1
1( )f t
s

= 、L{ }2 0( ) expf t sD x⎡ ⎤= −⎣ ⎦とすると、合成積分の関係から 

         L{ }1( )f t L{ }2 ( )f t =  L{ }1 2( ) ( )f t f t⊗  

が成立するので、式⑪は次式となる。 
 

             { }0 1 2( , ) ( ) ( )C t x C f t f t= ⊗   ―――⑫ 

Laplace変換の基本関係式から、 1( ) 1f t = であるが、 2 ( )f t については 0/k x D= として 

                          2 ( )f t =  L --１{ }
2

3
exp

42
k s k ke

ttπ
− ⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

が成立する。したがって、合成関数の定義から 

           
3 2
2

1 2 0
( ) ( ) exp

42
tk kf t f t dτ τ

τπ
− ⎡ ⎤

⊗ = −⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫  
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となる。ここで、
2

kz
τ

= とすれば、 

       

22
1 2

2 22
0 0

2( ) ( ) exp

2 2exp exp

1 erf
2

k
t

k
t

f t f t z dz

z dz z dz

k
t

π

π π

∞

∞

⎡ ⎤⊗ = − −⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤= − ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫ ∫  

以上から式⑫は、 

           0
0

( , ) 1 erf
2

xC t x C
D t

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= − ⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

  ―――⑬ 

となり、先に求めた式(14-b)に一致する。 
 
(2) 初期濃度分布が与えられている場合 
   初期濃度分布として 0t = 、 x−∞ < < ∞において (0, ) ( )C x f x= であるとき、式(A)

の両辺に Fourier変換ℑを施して解析する。 

          { }( , ) ( , ) ( , ) i xU t C t x C t x e dxωω
∞ −

−∞
= ℑ = ∫   ―――① 

として、 

             
2

0 2

( , ) ( , )C t x C t xD
t x

⎧ ⎫∂ ∂⎧ ⎫ℑ = ℑ⎨ ⎬ ⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭ ⎩ ⎭
  

は次式に書き換えられる。 

            2
0

( , ) ( , )U t D U t
t
ω ω ω∂

= −
∂

   ―――② 

式②を tについて積分して 

            
2

0( , ) ( ) expU t A D tω ω ω⎡ ⎤= −⎣ ⎦   ―――③ 

が得られる。式①, ③において、初期条件を用いると 

           (0, ) ( ) ( ) i xU A f x e dxωω ω
∞ −

−∞
= = ∫    ―――④ 

が成立する。次に式④の Fourier逆変換 1−ℑ をすれば、求める解 
            1( , ) ( , )C t x U t ω−= ℑ    ―――⑤ 
が得られる。式③, ④を用いて式⑤の右辺を具体的に計算すると、 
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2
0

2
0

1( , ) ( ) d exp
2
1 exp ( ) d ( )

2

i v i xC t f v e v D t e d

D t i v x f v dv

ω ωω ω ω
π

ω ω ω
π

∞ ∞ −

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

⎡ ⎤= −⎣ ⎦

⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫
  ―――⑥ 

となるが、ここでωについての積分において 0
0

( )
2

i v xw D t
D t

ω
⎛ ⎞−

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

とおけば、 

  

2
2 2

0
00

2

0 0

1 ( )exp ( ) exp exp
4

( )exp
4

v xD t i v x d w dw
D tD t

v x
D t D t

ω ω ω

π

∞ ∞

−∞ −∞

⎡ ⎤−⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − = − −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎣ ⎦

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦

∫ ∫
 ―――⑦ 

となる。式⑦を式⑥に代入して 

           

2

00

1 ( )( , ) ( )exp
42
v xC t x f v dv

D tD tπ

∞

−∞

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫    ―――⑧ 

が得られる。 
 
(3)  初期濃度が時間に依存する場合 
   この場合として、初期濃度が時間経過とともに減少する薄膜の拡散問題が考えられ

る。この問題の初期条件として、上記 (2)の濃度分布 0t = 、 x−∞ < < ∞ において
(0, ) ( )C x f x= において ( )f x は任意であるので、厚さ 2εの薄膜を想定して 

             
0 :

( )
0 :
C x

f x
x

ε ε
ε

− ≤ ≤⎧
= ⎨ >⎩

   ―――① 

とする。さらに、単位断面積あたりの物質の質量をM とすれば、 0 2
MC
ε

= である。以上か

ら、Heavisideの単位関数 ( )xθ を用いて、上記(2)の式⑧は 

       

2

00

( ) ( ) ( )( , ) exp
2 42

M v v v xC t x dv
D tD t

θ ε θ ε
επ

∞

−∞

⎡ ⎤+ − − −
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫    ―――② 

が得られる。 0ε → とすれば、 

0
( ) ( ) ( )

2 v
v v d v

dv
θ ε θ ε θ

ε =

+ − −
=   ―――③ 

が成立する。したがって、 
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2

00

2 2

0 00

2

00

( ) ( )( , ) exp d
42

( )( ) exp ( ) exp d
4 42

exp
42

M d v v xC t x v
dv D tD t

M x d v xv v v
D t dv D tD t

M x
D tD t

θ
π

θ θ
π

π

∞

−∞

∞
∞

−∞
−∞

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤−⎪ ⎪= − − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫

∫   

が得られる。しかしながら、 0
( ) ( )v

d v v
dv
θ δ= = であることを考えれば、 

          

2

00

2

00

( )( , ) ( ) exp d
42

exp
42

M v xC t x v v
D tD t

M x
D tD t

δ
π

π

∞

−∞

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦

∫
 

としても求められる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


